Stetigkeit von Funktionen

Situation und Definition

Essei f: D—>R; x f(x) eine auf der D c R definierte Funktion.

a) Die Funktion f, die in einem Punkt x, und in einer Umgebung von x, definiert ist,
heiBt (lokal) stetig in Xy, falls die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:
(1)  Der Grenzwert lim f(x) existiert.
Existieren der linksseitige und der rechtsseitige Grenzwert, so missen diese
lbereinstimmen:  lim f(x)= lim f(x)= lim f(x).
(2) Der Grenzwert gegen X, ist gleich dem Funktionswert an der Stelle x, :
lim (x) = f(x,)
b) Gilt (mindestens) eine der Bedingungen aus a) nicht, so heiBt f unstetig in xo oder
nicht stetig in xo.
C) An einer Definitionsliicke (das sind einzelne Punkte, die nicht zur Definitionsmenge
gehoren), kann keine Aussage beziglich der Stetigkeit gemacht werden.
Daher ist eine Funktion an einer solchen Stelle weder stetig noch unstetig.
(siehe Beispiel 5)
d) An isolierten Stellen x, der Definitionsmenge D (Stellen, die zu D gehdren, aber in
D keine Umgebungen besitzen) sind Funktionen per Definition stetig. (siehe Bsp. 6)
e) Eine Funktion heiBt (global) stetig (auf ihrer Definitionsmenge D), falls sie in allen
Punkten der Definitionsmenge D lokal stetig ist (wenn also keine Unstetigkeitsstellen
im Definitionsbereich existieren).
Graphische Interpretation: Der Graph kann ohne Absetzen gezeichnet werden.
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An allen Stellen existiert der Grenzwert Die Stetigkeit ist an allen Stellen auBer x, =1
und stimmt jeweils mit dem Funktionswert direkt ersichtlich.

Uberein. . . _ o
Die Funktion ist an jeder Stelle (lokal) xllm-f(x):xlﬂl-)(ﬂ und X'Lr?f(x):x'ﬂx =1,
stetig und somit auf ganz R (global) stetig. f1)=12 =1 N limf(x)=f(1)=1

x—1

=  Stetigin x, =1 =  Stetig auf R
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Die Stetigkeit ist an allen Stellen auBer
X, =1 direkt ersichtlich.

= lim x> =1

x—1*

lim f(x)=lim x =1,

x—1" x—1"

lim f(x)
= Iim1f(x)=1
Aber: f(1)=05 = Iim1f(x):1

=  Unstetigin x, =1, unstetig auf R
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Interessant ist die Definitionslicke, an
allen anderen Stellen ist die Stetigkeit von
f direkt ersichtlich.

Nach der Stetigkeits-Definition ist f(x) an
der Definitionsliicke x,=1 weder stetig

noch unstetig.

Diese Stelle lasst sich stetig beheben. Es
entsteht dadurch die stetige Funktion:
(x+1)-(x-1)
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f*:D=R—->R; x—

X=1
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Beispiel 4:

f:D:R%R,XI—){ x<1—

X+1
X2 x>1 —

7

L&

Die Stetigkeit ist an allen Stellen auBer x, =1
direkt ersichtlich.

lim f(x)=lim x+1=2 und lim f(x)= lim x*> =1,

x—1" x—1" x—1" x—1"
= Iinlf(x) # lim f(x) GW existiert nicht.
=  Unstetigin x, =1, also unstetig auf R

Beispiel 6: f: D=R\(o:{ufi;2)) >R
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Die Stetigkeit ist an allen Stellen auBer
X; =0, X, =1und x, =2 direkt ersichtlich.

X;=0:

Der (nur linksseitig existierende) Grenzwert
ist gleich dem Funktionswert, also stetig.

X, =1:

Isolierte Stelle, also ist f per Definition stetig.
X, =2:

Da diese Stelle nicht zum Definitionsbereich
gehort, ist keine Aussage moglich.
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