Integration durch Substitution

Die Situation und die Regel

Wir haben zwei Funktionen f und g sowie ein Intervall [a; b] OR. und den Eigenschaften:
e g [a; b] - W, ist stetig differenzierbar mit der Ableitung g', die dann auch stetig ist.

- f:W, >R ist stetig, daher auch integrierbar, ihre Stammfunktion ist F.

* Wir haben die Verkettung: [a;b] ° W, L R, X Ii g(x) ; f(g(x)).

Dann qilt fir das unbestimmte Integral, also fur die Bestimmung der Stammfunktion:

[ o) @ Wdx = Flglk)+c: cOR

(Leiten wir auf beiden Seiten ab, so ergibt sich die Kettenregel der Differentialrechnung.)

Das bestimmte Integral (wir haben also Integrationsgrenzen) berechnet sich wie Folgt:

if(g(x))ﬂg'(x) dx = [f(t)dt = [F(t)]ggg

Anmerkungen:
1)  Esist: [FO)1sE) = [Flax))]:

2) Wichtig ist, dass die zu integrierende Funktion f(g(x)) ) (x) npasst”.
Unterscheidet sich die bendtigte innere Ableitung von der tatsachlich vorhandenen
Funktion ¢' (x) um einen konstanten Faktor, so kdnnen wir diesen unter dem
Integral passend erganzen und durch Multiplikation des Integrals mit dem Kehrwert
des ergénzten Faktors wieder korrigieren. Wie das geht, sehen wir im Beispiel 2b).
Dieser Kniff funktioniert nur mit einem konstanten Faktor (da nur ein solcher beim
Ableiten bzw. Integrieren erhalten bleibt).

Beispiel 1: Unbestimmtes Integral, Stammfunktion

Wie lautet die Stammfunktion H(x) der Funktion h(x) = sinz(x)mos(x) ?

Das heif3t: Wir suchen das unbestimmte Integral: jsinz(x)E:os(x) dx .

AuRere Funktion f(t)=1t =  Ft)= %P (Stammunktion)
Innere Funktion: g(x) = sin(x) = g (x) = cos(x) (innere Ableitung)
Die Verkettung: f(g(x)) = sinz(x)

Die Funktion: h(x) = sinz(x) Eobos(x) (passt!)

Die Stammfunktion: H(x) = F(g(x))+c = F(sin(x))+c = %sins(x)+c , cOR
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Beispiel 2: Bestimmtes Integral

2
a) J' 2x 3/x? +1dx
0

b)

AuBere Funktion  f(t)=+/t = t% =  Ft)= g Eﬁ% = % (s (Stammfkt.)
Innere Funktion: g(x) =x*+1 = g (x) =2X (innere Ableitung)
Verkettung: flg(x))=vx2 -1 und f(g(x)) ' (x)=vx* -112x
Die Grenzen: g(0)=0? +1=1 und g(2)=22+1=5
aso: [ axahi ik = [g()gbd)ox = g(ﬁ(t) at = [Jiat

0 0 olo 1

- Fa/r} - 207 - 20 = 2mas-2 = Vas-2

%/?[
J' x? l]:os(x3)dx
0

AuRere Funktion  f(t)= cos(t) = F(t)=sin(t) (Stammunktion)

Innere Funktion:  g(x)=x? =  g(x)=3x* (inn. Abl., passt noch nichtt)
Verkettung: f(g(x)) = cos(xs)

Aber: f(a(x)) oy (x) = 3 l]:os(x3) % X° E:os(x3)

Die Grenzen: g(0)=0°=0 und g(?{/?[): Y =

Da die bendtigte innere Ableitung 3x* das Dreifache der tatséchlich vorhandenen
Funktion x* ist, ersetzen wir diese durch 3x* und korrigieren diese Ergdnzung

indem wir vor dem Integralzeichen mit 3 multiplizieren.

n 1 U 1 ¥
Also: x? l]:os(x3)dx = §D 3x* E:os(xS)dx = —DIg'(x)[f(g(x))dx
0 ® 0 0
1 9(3”) 1 T o
= gﬂg{))f(t)dt = EEE];cos(t)dt = —Eﬁsm(t)]0
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