Bernoulli-Experimente und Bernoulli-Ketten

Definition: Ein Zufallsexperiment mit genau zwei Ergebnissen hei3t Bernoulli-
Experiment. Die beiden Ergebnisse bezeichnen wir mit ,Treffer* mit der
Wabhrscheinlichkeit p und ,Niete“ mit der ,Gegen“-Wahrscheinlichkeit g=1-p.

Ein mehrstufiges Zufallsexperiment, das aus n identischen Bernoulli-
Experimenten mit der Trefferwahrscheinlichkeit p, die sich also nicht andern
darf, besteht, hei3t Bernoulli-Kette der Lange n mit dem Paramter p.

Wir sprechen auch von Binomialverteilung.

Satz: Die Wahrscheinlichkeit bei einer Bernoulli-Kette der Ladnge n und dem
Parameter p genau k , Treffer” zu landen, betragt (wobei , T* flr Treffer steht):

P(T =K) = B(upik) = @ o tfi-pf™

Beispiele fiir Bernoulli-Experimente:

» Das Werfen eines Wirfels und Feststellen der Augenzahl ist kein Bernoulli-Experiment,
da mehr als zwei, namlich sechs Ergebnisse (die Zahlen 1 bis 6) auftreten kdnnen.

» Das Werfen eines Wirfels und Feststellen, ob die Augenzahl eine Primzahl ist, ist ein
Bernoulli-Experiment, da die beiden Ergebnisse ,Prim“ und ,Nicht prim“ moglich sind.

» Der Ausgang eines Tennisspiels ist ein Bernoulli-Experiment, da genau 2 Ergebnisse
,opieler 1 gewinnt” und ,Spieler 2 gewinnt“ méglich sind.

» Das Ergebnis eines FuBBballspiels ist hingegen kein Bernoulli-Experiment, da hier die drei
Ergebnisse ,Heimsieg", ,Auswartssieg” und ,Unentschieden” eintreten kbnnen.

» Das mehrmalige Ziehen aus einer Urne mit m roten und n blauen Kugeln ist nur dann
eine Bernoulli-Kette, wenn wir mit Zurticklegen spielen.
Legen wir nicht zurlick, haben wir zwar immer noch 2 Ausgange, aber in jeder Stufe
andere Wahrscheinlichkeiten. Sind m und / oder n sehr grof3 (etwa die Bevélkerung eines
Landes), so kénnen wir auch ,ohne Zurlicklegen“ als Bernoulli-Kette auffassen, da sich
die Trefferwahrscheinlichkeit pro Stufe nur vernachlassigbar andert.

Beispiele:

a) Eine Urne enthalt 10 von 1 bis 10 durchnummerierte Kugeln. Es werden 3 Kugeln mit
Zuricklegen gezogen. Bei jeder Ziehung prift man, ob eine Primzahl gezogen wurde.
Wir suchen die Wahrscheinlichkeit, dass genau zweimal eine Primzahl gezogen wird.

In jeder Stufe haben wir zwei Ergebnisse, die immer die gleiche Wahrscheinlichkeiten
4 2

haben: Treffer= ,prim® (2;8;5;7) mit p = 10 = 5 =04
und Niete = ,nicht prim“ (der Rest) mt qgq=1-p=1-04 = 06.
Die Ldnge n=3 sowie die Trefferanzahl k =2.
3
Also: p(A) = P(T=k) =B(np;k) =B(3042) = (2] [D,4% (D,6'
|
= %E@AZ 06" = 30016106 = 0,288 = 288 %
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Wir wirfeln mit zwei Wirfeln fiinfmal und suchen die Wahrscheinlichkeit, dass wir
mindestens einmal die Augensumme 7 erzielen.

Bei ,mindestens einmal*“Fragestellungen bemihen wir das Gegen-Ereignis ,nie*“

Das Ereignis B: ,mindestens einmal die Augensumme 7*.
Das Gegenereignis B: ,niedie Augensumme 7%
Treffer = ,Augensumme 7“ (1/6; 2/5; 3/4; 4/3; 5/2; 6/1) mit p= % :%
und @ =%, sowie Lange n=5 und Trefferanzahl k =0.
5 0 5
P(T=1) = 1-P(T=0) = 1 —5(5;1;0j =1- E{lj E{ij =... = 0598 = 59,8 %
6 0) \6 6 -

Wir wirfeln mit zwei Wirfeln fiinfmal und suchen die Wahrscheinlichkeit, dass wir
mindestens zweimal eine Augensumme erzielen, die groBer als 9 ist.

Gegenereignis: .keinmal oder einmal eine Augensumme groB3er als 9“

(Ox und 1x ist weniger Rechenaufwand als 2x, 3x, 4x und 5x)
Treffer = ,Augensumme >9“ (4/6; 5/5; 5/6; 6/4; 6/5; 6/6) mit p= % :%
und q =% sowie Lange n =5 und Trefferanzahl k, =0 und k, =1.

P(T22) = 1-P(T<2) = 1-P(T=0)-P(T=1) = 1-8[5:3;0]-8[5: 111

(442 (4T - oo

Eine Maschine erzeugt Werkstiicke, von denen 5 % wegen eines Defekts aussortiert
werden. Wie viele Werkstliicke muss man wenigstens testen, um mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 65 % mindestens ein defektes Werkstlick vorzufinden?

Ereignis A: B .Mindestens ein defektes Werkstlck bei n Tests.”

Gegen-Ereignis A: .Kein defektes Werkstiick bei n Tests.*

P(A) = P(T=1) > 065 -~ 1-P(A) = 1-P(T=0) > 05
-~ 1-B(n;0050) > 065 -  -B(n;005,0) > -0,35
-~ B(n0050) < 035 - (gj [0,05° 0,95" < 0,35
-~ 095" <035 - log(0,95") < log (0:35)
- niog(095) < log(035) = n> 109 (035) _ 5447

log (0,95)
Zweimal dreht sich das Relationszeichen um, da wir mit -1 multiplizieren bzw. durch eine negative Zahl (log(0,95<0) dividieren.

Um mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 65 % mindestens ein defektes
Werkstlick vorzufinden, missen wir mindestens 21 Werkstticke testen.
(Abgerundete ,20 Werkstlcke® sind zu wenig. Wir haben eine ,(echt) gréBer-Bedingung)
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